Exercices - Ciel RESOLUTION D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE

EXERCICE 1 : Résolution analytique d’une équation différentielle d’ordre 1

On éteint le chauffage dans une piece d’habitation au temps t = 0. La température y est alors de 20°C. La
température extérieure est constante et égale a 11°C. On définit la fonction f définie sur R* par: f(t) la
température de cette piece en °C, au temps t > 0 exprimé en heures.

Les principes de la physique permettent d’établir que la fonction f est solution de I'équation différentielle :

2y +0,24y=2,64 avec comme condition initiale : f(0) = 20

1- Déterminer en fonction d’une constante K, les fonctions y,(t) solutions de I'E.D. sans second membre

2- Déterminer une solution particuliére y,(t), du type y, (t) = A de I'E.D. avec second membre, A étant une

constante réelle a définir.
3- Endéduire la fonction f(t) = y,(t) + ¥, (t) qui respecte la condition initiale (0) = 20
4- Tracer sur Géogébra, la courbe représentative de la fonction f pour 0 <t < 20

EXERCICE 2 : Soit I'équation différentielle y' + 2y = —4t avec comme condition initiale y(0) = 0

1- Déterminer en fonction d’une constante K, les fonctions y,(t) solutions de I'E.D. sans second membre
2- Déterminer une solution particuliére y, (t), du type y, (t) = At + B de I'E.D. avec second membre, A et B

étant des constantes réelles a définir.
3- Endéduire la fonction f(t) = yo(t) + ¥, (t) qui respecte la condition initiale y(0) = 0
4- Tracer sur Géogébra, la courbe représentative de la fonction f

EXERCICE 3 : Soit I'équation différentielle y’' + 2y = cos (t) avec comme condition initiale y(0) = 0

1- Déterminer en fonction d’une constante K, les fonctions y,(t) solutions de I'E.D. sans second membre
2- Déterminer une solution particuliere y, (t), du type y, (t) = Acos(t) + Bsin(t) de I'E.D. avec second

membre, A et B étant des constantes réelles a définir.
3- Endéduire la fonction f(t) = yo(t) + ¥, (t) qui respecte la condition initiale y(0) = 0



EXERCICE 4 : Résolution analytique d’une équation différentielle d’ordre 1
Résoudre I'équation différentielle 2y’ + 5y =3 avec comme condition initiale : y(0) = 0

Les fonctions y solutions s’écrivent sous la forme y(t) = y,(t) + y,(t)

= Les fonctions y, sont les solutions de I'E.D. sans second membreest 2y +5y =0.

Onaune E.D. dutype ay’ + by = 0. Les fonctions y, sont donc du type y,(t) = K e_gt , soit:
yo(t) = k e_%t =Ke 25t

= y, est une solution particuliére de I'E.D. avec second membre 2y’ + 5y = 3.

Comme le second membre est ici une constante, on peut trouver une solution particuliere également
constante dans le temps. On pose ¥,,(t) = A et on remplace cette expression dans I'E.D. :

Ona ¥,'(t) =0 car A est une constante. En remplagant y,(t) = A dans I'E.D., on obtient :

2X0+5A=3
Soit : 54=3
. 3
Soit : A==-=0,6

Donc ¥,(t) = 0,6 est une solution particuliére de I'E.D. avec second membre.

L'E.D.2 y" + 5y = 3 a donc comme solutions, des fonctions dont I'expression est :

y(®) =yo() +y,(t) =k e > +0,6
Parmi toutes ces fonctions, la seule qui respecte la condition initiale y(0) = 0 doit vérifier :
ke 250 +0,6 =0

Soit : ke®+06=0
Soit : kx14+06=0
Soit : k=-0,6

. (t) = —0,6 e 2>+ 0,6 = 0,6(1 —e 2>t

EXERCICE 5 : Soit I'équation différentielle 2y’ + 5y = 3t + 1 avec comme condition initiale y(0) = 0

Les fonctions y solutions s’écrivent sous la forme y(t) = y,(t) + y,(t)

= Les fonctions y, sont les solutions de I'E.D. sans second membreest 2y'+5y =0.
b
On a une E.D. du type ay’ + by = 0. Les fonctions y, sont donc du type y,(t) = K e a", soit

5
yo(t) = ke 2t = Ke 25t



= y, est une solution particuliére de I'E.D. avec second membre 2y’ + 5y =3t + 1.
Comme le second membre est ici une fonction affine, on peut trouver une solution particuliere qui soit
également une fonction affine. On pose y, (t) = At + B et on remplace cette expression dans I'E.D. :

Ona ,'(t) = A .Enremplagant y,(t) = At + B dans I'E.D., on obtient :
24+ 5(At+B) = 3t+1

Ce qui donne : 2A +5At+5B=3t+1

Ce qui donne: 5At+ (2A+5B) =3t +1

Pour que cette relation soit vraie pour tout temps t, on doit avoir :

{ 54A= 3
2A+5B =1
3
Ce qui donne : { A=5=06
2A+5B=2%x06+5B=12+5B=1
A=06 A=06
Ce qui donne: _ soit : { _ =02 _
{SB——O,Z B =—==-0,04
On adonc: ¥p(t) =0,6t—0,04

L'E.D.2y" + 5y = 3t + 1 a donc comme solutions, des fonctions dont I'expression est :
y(t) = yo(t) + yp(t) = ke > + 0,6t — 0,04
Parmi toutes ces fonctions, la seule qui respecte la condition initiale y(0) = 0 doit vérifier :
ke 2540 +0,6%x0—-004=0
Soit : ke®—0,04=0
Soit : k = 0,04

Finalement : y(t) — _0,04‘ 8_2'5 d + O,6t + 0,04‘

EXERCICE 6 : Soit I'équation différentielle 2y’ + 5y = sin(t) avec comme condition initiale y(0) = 0

Les fonctions y solutions s’écrivent sous la forme y(t) = yo(t) + y,(t)

= Les fonctions y, sont les solutions de I'E.D. sans second membreest 2y'+5y =0.
b
On a une E.D. du type ay’ + by = 0. Les fonctions y, sont donc du type y,(t) = K e a", soit :
5
yo(t) = ke 2t = K e 25t

= y, est une solution particuliére de I'E.D. avec second membre 2y’ + 5y = sin (t) .



Comme le second membre est ici une fonction sinusoidale, on peut trouver une solution particuliere qui soit
également une fonction sinusoidale. On pose y, (t) = Asin(t) + B cos(t) et on remplace cette expression
dans I'E.D. :

Ona y,(t) = Acos(t) — Bsin(t) . Enremplagant y,(t) = A sin(t) + B cos(t) dans I'E.D., on obtient :
2(A cos(t) — B sin(t)) + 5(Asin(t) + B cos (t)) = sin (t)
Ce qui donne: sin(t) (—2B + 54) + cos(t)(2A+5B) = 1xsin(t) + 0 X cos(t)

Pour que cette relation soit vraie pour tout temps t, on doit avoir :

{—ZB +54=1
2A4+5B=0
. ) —2B+54=1
Ce qui donne : { 5B = —24
La deuxiéme relation donne B = _?2 =—-04A

En remplagant dans la premiére, on obtient :
—2B+54A=1

—2Xx(—0,44)+54=1

084+54=1
584=1
A= L_10_ > 0,172
~58 58 29
OnendéduitainsilavaleurdeB=—O,4A=—0,4><i———><— —ixi=——~0069
29 29 27 29 29

L'E.D. 2y’ + 5y = sin(t) a donc comme solutions, des fonctions dont I'expression est :

5 2
y(©) =y () + yp(t) = ke > + — 55 sm(t) - Ecos(t)

Parmi toutes ces fonctions, la seule qui respecte la condition initiale y(0) = 0 doit vérifier :

5 2
ke 25%0 4 —sin(0) — —cos(0) = 0

29 29
5 2
ke 2504 _—_x0—-——x1=0
¢ t29 29
k 2—0
29
k_z
29

Finalement :




