TDBTSSN  RESOLUTION NUMERIQUE D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE

Exercice 1: Injection médicament

Al'instant t = 0, on injecte a un malade une substance médicamenteuse qui est ensuite progressivement éliminée.

On désigne par y(t) la concentration de la substance en mg/L dans le sang, présente a I'instant t, exprimé en
heures. On suppose qu’a chaque instant ¢, la vitesse d’élimination y’(t) est proportionnelle a la concentration

restante dans le sang du malade. Cette hypotheése se traduit mathématiquement par I'’équation différentielle (E ) :

2y +04y=0. Alinstantt =0, y(0) = 80mg/L

PARTIE A : Résolution numérique de I’équation différentielle

Le fonction y(t) est échantillonnée avec une période d’échantillonnage T, = 1 h pour constituer une suite y,. On a

ainsi : yo = 80 ; y,; =concentration apres 1h, ........ , Yn = concentration apres n heures

1- Déterminer la relation de récurrence donnant y,, en fonction de y,,_;

L'E.D. est : 2y'(t)+ 04y(t) =0
En travaillant sur les signaux échantillonnés :
2 (Yn _1yn—1) 10,4 y, = 0

Ce qui donne:
20 —Yn-1)t+ 04y, =0

Zyn_zyn—1+ 0:4yn:0

2,4 Yn — 2 Yn-1= 0

24 yn =2Yn_1
Et finalement :
_ 2Yn-a
=00
Soit :
— Yn-1
yn 1, 2

2- Calculer les 11 premieres valeurs de la suite y,, e compléter le tableau ci-dessous :

Pourn=0: 1y, = 80
_ 1. - Y _ 80 2
Pourn=1: y; = 2 - 12 66,7
-2 - o 87
Pourn=2: Y2 = 1, = 15 F 55,6
_ . = Y2 _ 556
Pourn=3: ys = 1, T 15 F 46,3
—4: - Yz _ 463
Pourn=4: Yo = 1, = 15 % 38,6 etc....

n -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t=nT, 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
en heures

Yn 0 80 66,7 55,6 46,3 38,6 32,2 26,8 22,3 18,6 15,5 12,9




3- Tracer ci-dessous la courbe représentative du signal y(t)

PARTIE B : Résolution mathématique de I’équation différentielle

1-

2-

Déterminer la fonction y(t) solution de I'équation 2y’ + 0,4y = 0 avec comme Cl : y(0) = 80 mg/L

L’E.D. sans second membre est 2y’ 4+ 0,4y = 0. OnauneE.D. du type ay’ + by = 0. Les fonctions

b 0,4
solutions sont du type yo(t) = K e a", soit yo(t) =Ke 2' =K e 02t

Parmi toutes ces fonctions, la seule qui respecte la condition initiale y(0) = 80 doit vérifier :

K e=02%0 =80
Soit : Ke® =280
Soit : K =80
Finalement : y(t) =80 e 02¢

Tracer sur le repére ci-dessus, la courbe représentative de la fonction f pour 0 <t < 20

N

—40

20



Exercice 2: Refroidissement d’une piéce d’habitation

On éteint le chauffage dans une piéce d’habitation au temps t = 0. La température y est alors de 20°C. La
température extérieure est constante et égale a 11°C. On définit la fonction y définie sur R* par: y(t) la
température de cette piece en °C, au temps t > 0 exprimé en heures. Les principes de la physique permettent
d’établir que la fonction y est solution de I'équation différentielle : 2 y' + 0.24 y = 2.64 avec comme condition
initiale : y(0) = 20

PARTIE A : Résolution numérique de I’équation différentielle

Le fonction y(t) est échantillonnée avec une période d’échantillonnage T, = 2 h pour constituer une suite ¥,. On a
ainsi : yo = 20 ; y; =température apres 2h, ........ , Yn = température apres n X 2 heures

1- Déterminer la relation de récurrence donnant y,, en fonction de y,,_;
L'E.D. est : 2y'(t) + 0,24 y(t) = 2,64

En travaillant sur les signaux échantillonnés :
(Yn - Yn—l)

2 =T 4 0,24y, = 2,64

Ce qui donne :
(Yn - Yn—l) + 0,24 y,, = 2,64
1,24 yp,— yp1 = 2,64

1,24y, = 2,64+ y,_4
Et finalement :

2,64+ y, 4
Yn= "1 24

2- Calculer les 11 premieres valeurs de la suite y,, e compléter le tableau ci-dessous :

Pourn=0: 1y, = 20
Pourn=1: y, = —2‘342:3'0 = _2'6142:20 ~ 18,3
Pourn=2: y, = 2’?“2:3’1 _ 2'61218.3 ~ 169
n -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t=nT, 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
en heures

Vn 0 20 18,3 16,9 15,7 14,8 14,1 13,5 13,0 12,6 12,3 12




3- Tracer ci-dessous la courbe représentative du signal y(t)

PARTIE B : Résolution mathématique de I'équation différentielle

4- Déterminer la fonction y(t) solution de I'équation 2 y' + 0,24 y = 2,64 avec comme Cl: y(0) = 20

L’E.D. sans second membre est 2y’ + 0,24y = 0. OnauneE.D.dutypeay’ + by = 0. Les fonctions
b 0,24

solutions sont du type yo(t) = K ea", soit yo(t) =Ke 2 ' =K e 012t

yp(t) = A est solution de I'E.D. avec second membre 2y’ + 0,24y = 2,64 .

Ona ¥,'(t) = 0 car A est une constante. En remplagant y,(t) = A dans I'E.D., on obtient :

2x0+ 0,244 =264

2,64 _

Soit : A= =11
0,24
Finalement : yp(t) =11
On a donc finalement : y(t) = yo(t) + yp(t) = K e™"12t + 11

Parmi toutes ces fonctions, la seule qui respecte la condition initiale y(0) = 20 doit vérifier :
K e=%#%0 4+ 11 =20

Soit : Ke®+11=20

Soit : K +11=20

Soit : K=9

Finalement : y(t) =9e %12t + 11

5- Tracer sur le repére ci-dessus, la courbe représentative de la fonction f pour 0 < t < 34




20



