Td Synthése NOMBRES COMPLEXES - CORRECTION

EXERCICE 1 : Soient les nombres complexes z4, = 2ietzg =4+ 4ietz, = j—A

B
1- Tracer les vecteurs images de z4 et zg dans le ’
plan complexe ci-contre : "'
2- Ecrire z4 et zg sous forme exponentielle en

effectuant le minimum de calculs. " - Q
S AR

Zy
- On voit graphiquement que |z4| = 2 et que “‘ ,"

arg(zy) = g .Onadonc: z4, =2 e'z

- On voit graphiquement arg(zg) = % .On

calcule |zg| = v/ 42 + 42 =42 x2 = 42
Onadonc: zg = 42 e's

3- Déterminer la forme exponentielle de z. en
effectuant la division sous forme
exponentielle.

i L
Zy 2e 2 2 e 2 1
Zp = — = - = X - =
Zg g 7els W2 LiF 2V2
) 2 iz _ V2 it iz
On adonc: Zc=,5n ¢ fTT € +~0,35¢e 4
4- Tracer le vecteur image de z; dans le plan
complexe ci-contre : trop petit pour étre tracé
5- Calculer z, = %:i en effectuant la division
sous forme algébrique. Le vecteur image de z.
tracé auparavant correspond-t-il a ce
résultat ?
2i 20 (4 — 41) 8i —8i* 8i+8 8+8_ 1+1,
Zr = = = = = —_— —_— = - —1
CT 4440 T (44404 —40) 4%+ 47 32 32 32 4 4

-7 . =31

EXERCICE 2 : Soit les nombres complexes : z, = 2 el ; zg =3 elz et zc=+\2e' %

Donner les formes trigonométrique et algébrique de ces nombres.

Ona:ZA=Zei_?n. (/“\
Onadonc: ZA=2cos(_TjT)+2 isin(?)=2§+2i;=\/§—i _\

N

. =TT
Deméme: zz =3e'2 .

Onadonc : zB=3cos(_7”)+3 isin(_?”)=3x0 + 3ix (=1

Et donc : zg = —3i




. =31

Onaenfin: zc =v2e' ™+
Onadonc: zczx/fcos(%)+\/§isin(%n)zﬁ%ﬁ+i\/§i§

Et donc : Zc=—1-—1

EXERCICE 2 : Soit les nombres complexes : z, = —2 — 2i et zg = 3i !
4 7B
1- Tracer les vecteurs images de z, et zg dans un repeére. :
2- Calculer sous forme algébrique zc = z4 X zp et zp= = 1
B
Ona:
3 -2 -1 1

Ze =24 X zg =(=2—20) X 3i=—6i—6i2=—6i+6=6—6i
-1
On aaussi : i :
7y —2-20 (=2-20)x(=30) 6i+6i° 6i—6 A
=z 3l 3ix(=3) 9 9 s

3- Déterminer le module et I’argument de z, (tracer cercle trigo). Donner 1’écriture exponentielle de z,

Ona:|zs|=+va2+b*=(-2)2+(-2)2=,/(-2)2x2=2V2

Soit 6 = arg(z,)
-2 1 V2

. -4 _ - _ - __ Y
Ona: COS(H)_IZAI_Z\/E_ 5="3

. b
@) === w2

On repére sur le cercle trigonométrique 1’angle 8 correspondant :

On en déduit que :
-3

4

Onadonc:
=31

Zp = 2'\/§ e/LT

4- Déterminer sans justifier le module et I’argument de zg. Donner 1’écriture exponentielle de zg

On voit graphiquement que |zg| = 3 et que arg(zp) = g . Onadonc: zz =3 e'z

5- Calculer sous forme exponentielle z, = z, X zz et z, = E—A
B

L iz i (4T i (CEm 2y ikt

Ze=24 X zg=2V2 €'T% X3e'z=6V2 "4 2/ =6/2 "2 "2/ =6V2 &'

. —=3m . —=3m
zz 22 e"Td 242 e Td 242 [ 3m._m 242 _sm,
Zp = — = — = X —— = el( 4 2)= e z !
ZB SeLE 3 elE 3



V2 3%
6- Montrer que : zp = %—eﬂ

3 =5 | ¢ - a . . S -
Les angles — et — définissent le méme point sur le cercle trigonométrique. 1
. N
3r; : it

L. L, 22
Ainsi on peut écrire également que z, = = e

EXERCICE 3 : On considére les nombres complexes z=1+i+3 et z'=1- i
1) Calculer z X z' sous forme algébrique et montrer que : z x z' = (V3 + 1) + 4 (V3 — 1)

zxz' =(1+iV3)(1-i)=1-i+iV3-i?V3
=1+i(-1+V3) - (-3
=(V3+1)+i(3-1)

2) Calculer module et argument de z et de z’ en donnant les étapes du calcul (avec cercle trigo a main levée) et

écrire ces nombres sous forme exponentielle.

Pour z=1+iV3:

Ona:l|z|=+a%+b?= 124v3 =ViF3=vdE=2

Soit 6 = arg(z)
Ona: cos(f) = — =

||

. b
sin(@) = s

ol

On repére sur le cercle trigonométrique 1’angle 8 correspondant :

A/’fY

On en déduit que : 0 = g

. TT
On adonc : z=2 e'3

Pour z’=1-i:
Ona:l|z|=+va2+b*=,124+(-1)2=V1+1=+2

Soit 6 = arg(z’)

a 1 _ 1xy2 2

Ona: COS(H)ZE_E_\/EX\/E_T

- (9)_L_‘_1_ﬂ5__£
S = =2~ Tz . 2

On repére sur le cercle trigonométrique 1’angle 8 correspondant :

jVQQZ

On en déduit que : 9 =—

Onadonc: zZ =2 e*t7®



3) Calculer z x z' sous forme exponentielle

. AT

. I . =TT . T . =TT ., 1T TT. 37T
zxzZ =2¢e"3x\V2et T =2v2eixel T =22 G =22 (272

Onadonc: z xz' =2V2 &'tz

S - S 2+V6 , . .
4) Deéduire des questions précédentes que cos (1—2) = \/_4\/_ . En déduire la valeur de sin (%)
A partir de I’écriture exponentielle de z X z' , on peut retourner sur I’écriture algébrique en écrivant la

forme trigonométrique :

. T

7z Xz' =22 e'12
s . . s
= 2v/2 cos (E) +1i 2v/2 sin (E)
On tire de la 1% question, la forme algébrique de ce méme produit: z x z’ = (V3+ 1) + 4 (V3 - 1)

En comparant ces 2 expressions qui sont égales, on peut en déduire que :
v . T
2v/2 cos (E) =(V3+1) et que 2v/2 sin (E) =H3-1)
Soit en divisant chacune de ces équations par 2v/2 , on obtient :

cos (%) = (\f—\;;) et sin (%) _ (f/_il)

En multipliant par +/2 numérateur et dénominateur, on a finalement :

cos (Z) = % et sin (37) = (frz—:\)g
Soit : cos (%) = \/E:ﬁ et sin (f_z) - \/3; =



EXERCICE 4 : Réaliser chacune des opérations suivantes sous forme algébrique et sous forme exponentielle.

Comparer les 2 résultats.

3i
1—1i
3i 3i (1+10)
1-i (1-DA+10)
_ 3i+3i
12 4 (—1)2
3i—3
-T2
3 3
=—§+§l

Sans justifications des calculs des

module et arguments :

% i
3i  3e'z 3 o
1—1i \/Eei_Tn V2 i
_3V2 ieh
2
3vV2 3m
:2—e 4

V3 + D +V31D)

(V3+i)(1++V3i)

2
=3+ (V3) i +i+V3i
=V3+3i+i—-V3
=4i
Sans justifications des calculs des

module et arguments :

(V3+i)(1++V3i)

.TT .TT

=2e'6x2e'3

—2x2x ¢ G

B i31r

=4e 6

4.7

=4e 2

1—i
21

1—i  (1-1)x(-20)

20 20 x(=20)
—2i + 2i?
- 4
=202
4
2 2
-~ T3
1 1
-T2t

Sans justifications des calculs des

module et arguments :

. —TC
1—-i V2e'n V2 €'
20 .5 2 i
V2 orm
= —=ee ‘4 2
2




V3+i
1++3i
V3 +i
1++3i
B+ )(1-v3i)
~(1+v3i)(1-v31)

VB (V3) i+ i3
- 12 + /37
_V3-3i+i+V3

4
_2V3-2i

4
23 2

4

N S
N| =

i

Sans justifications des calculs des

module et arguments :

3i(1-10)

3i(1—i)=3i—3i2=3+3i

Sans justifications des calculs des

module et arguments :

3i(1—i)=3e'ZxV2e &
= Bﬁeigx ei_Tﬂ
= 3V2el Gt D)
= Bﬁei%

2+1i
4+ 2

On peut reconnaitre que le
dénominateur est le double du
numérateur. On peut ainsi
finaliser le calcul de la maniére
suivante :

2+1 2+ 1

4+2i 202410 2

Onadonc:
2+

4+ 2i




EXERCICE 5 : Probleme
On considére les nombres complexes z=+v2+ivV2 e z'=-2-2v3i
1) Calculer Z’
7 =-2+2V3i
2) Effectuer la division = = (V2+V2) = 02 Ve, (62

Montrer que =

zr (-2-2+310) 8 8

z  (V2+iV2)  (V2+iV2)(-2+2+30)

C(=2-2V30) (=2-2V3)(=2+2+3))

—2V2+2V6i —2V2 i+ 2v/6 i?
(=2)2 + (—2v3)?
—2v2 =26 +i(2V6 — 2v/2)
4412

—2v2 = 2V6 +i(2V6 — 2v/2)
16
—2v2-2V6  (2V6 —2V2) |
6 16

—x/i—\/€+ (V6 —\/E)l_

[ ~—048+0.131

8

8

3) Calculer module et argument de z et de z’ en donnant les étapes du calcul (avec cercle trigo a main levée)

Pour z=+2+iV2:

ona:|z|=va2+b?= (V2 +v2 =2+ 2=a=2

Soit 8 = arg(z)

: _e_V2
Ona: cos(f) = =2 _—
sin(0) = = = 2 |
lz| 2 )
On repére sur le cercle trigonométrique 1’angle 8 correspondant : \\ /7
On en déduit que : 0 == | S
Onadonc: z=2 e'i

Pour z'=-2-2+3 i:

Ona:|z’|=\/a2+b2=\/(—2)2+(—2\/§)2=\/4+1 =16 = 4

Soit 6 = arg(z’)

Ona: a

|z/|
sin(f) = L -

|zr|

cos(f) =— =

-2
4
_2\/§

4

T2
-3
2

On repére sur le cercle trigonométrique 1’angle 6 correspondant :



On en déduit que : 0 = %

., =21

On adonc : Z =4 e* 3

4) Tracer les vecteurs images OM et OM’ de z et z', dans un repére (1 unité = 2 carreaux ou cm) en

utilisant les résultats de la question précédente (laisser les traits de construction, possibilité d utiliser 1 compas).

M’(Z,) .

5) Donner la forme exponentielle de z et de z’

—2m

. TT .
Onadonc: z=2¢€'s et z27=4 '3

6) Calculer i sous forme exponentielle

L TT . TT
1 L -
7 2 e 4 2 e 4 1 . T —2T . 3m 81 .11m
- = ——x= X =— a7 3) =05 2" =05 ' 12
A j 221 4 jZ2m 2
4 ¢ 3 e 3

—2-%&  En déduire la valeur de sin (111—;) Veérifier

, . . 11
7) Déduire des questions 3) et 7) que cos (1—2”) =
I’exactitude de ces valeurs en comparant avec le résultat de la calculatrice. Retrouve t’on environ ces
résultats sur un cercle trigo tracé a main levée ?

A partir de 1’écriture exponentielle de i , on peut retourner sur 1’écriture algébrique en écrivant la forme

trigonomeétrique :

L.lln
e 12

1 11 .1, 11
= Jeos(5) +i 5 sin ()

On tire de la question 2), la forme algebrique de ce méme produit :
z —V2-v6 (V6 —V2)
- = + l
z 8 8

En comparant ces 2 expressions qui sont égales, on peut en déduire que :

1 in (n_n) _ (/62

12 8

N| =

z
7

2 cos (11—”) _ 2

2 12 8 etque

Soit en multipliant chacune de ces équations par 2 , on obtient :

1111') _ V26 sin (11_1:) _Y6-v2

cos (— et
12 4 12 4




